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Objets convexes de largeur constante (en 2D) ou d’e´paisseur
constante (en 3D) : du neuf avec du vieux.
T. Bayen∗, J.-B. Hiriart-Urruty†
“When Minkowski’s theory of convexity appeared, some mathematicians said that he dis-
covered a nice mathematical joy which, unfortunately, is quite useless. About a century passed,
and now the theory of convex sets is a very important applied branch of mathematics.”
V. Boltyanski, in Geometric methods and optimization problems (1999).
“La convexite´ dans le plan et dans l’espace pre´sente un sujet passionnant, la convexite´, a`
la fois par sa simplicite´, sa naturalite´ et sa puissance, pour au moins trois raisons :
• au niveau des questions que l’on peut se poser naturellement, ge´ome´triques, visibles ;
• du fait que la convexite´ est une notion qui se rencontre dans de nombreuses branches
des mathe´matiques ;
• du fait de son utilite´, de sa force, dans de nombreuses applications.”
M. Berger in Convexite´ dans le plan, dans l’espace et au-dela`, 2 volumes, collec-
tion Opuscules, e´ditions Ellipses (2006).
Re´sume´
Les objets convexes de largeur constante (dans le plan) ou d’e´paisseur constante (dans
l’espace) ont fait l’objet d’une attention soutenue de la part des mathe´maticiens du XIX-
e`me comme du XX-e`me sie`cle, y compris par les plus ce´le`bres d’entre eux (H. Minkowski,
H. Lebesgue, W. Blaschke, A. Hurwitz, etc.). Malgre´ tous les efforts de´ploye´s et le
nombre de re´sultats obtenus, certains proble`mes pose´s depuis longtemps a` propos de ces
objets convexes restent encore ouverts. Les techniques modernes comme celles issues du
Calcul variationnel ou du Controˆle optimal ont ne´anmoins permis soit de retrouver d’une
nouvelle manie`re des re´sultats de´ja` de´montre´s soit d’en ame´liorer significativement cer-
tains autres. Dans cet article, qui se veut de synthe`se et a` but essentiellement pe´dagogique,
nous passons en revue les proprie´te´s et caracte´risations essentielles, plutoˆt de type “vari-
ationnel”, des corps convexes de largeur constante (en 2D) ou d’e´paisseur constante (en
3D), en insistant sur les diffe´rences fondamentales en 2D ou 3D ; ce faisant, nous ar-
rivons sur le front de la recherche re´cente sur les proble`mes reste´s ouverts, en particulier
la conjecture sur le corps convexe de l’espace d’e´paisseur constante donne´e et de volume
minimal.
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1 Introduction
La convexite´ dite “ge´ome´trique” (celle traitant des structures des corps convexes, de leurs
projections sur des sous-espaces, du caracte`re lisse de leur frontie`re, volume,...) et la convexite´
“fonctionnelle” (celle traitant des proprie´te´s des fonctions convexes, de leur utilisation en
Optimisation et Calcul variationnel,...) sont deux domaines bien re´pertorie´s mais diffe´rents
des Mathe´matiques, avec chacun leurs communaute´s, pre´occupations, revues, etc. Sans dire
qu’elles sont disjointes, il est ne´anmoins des points d’inte´reˆt qui permettent de jeter des ponts
entre les deux, parmi ceux-la` figurent celui des proble`mes variationnels pose´s a` propos des
corps convexes (“variationnel” e´tant entendu au sens de “on minimise quelque chose”). Un
bel exemple ou` Ge´ome´trie et Calcul variationnel se trouvent lie´s est l’e´tude des corps convexes
de largeur constante en 2D et 3D.
Disons que le cas 2D est celui qui a e´te´ le plus e´tudie´, et on peut dire sans se tromper
beaucoup que pratiquement toutes les questions relatives a` des corps convexes de largeur
constante du plan ont e´te´ pose´es et re´solues. La situation est bien diffe´rente en 3D ; comme
l’indique M. Berger (voir [8], p.45 du Vol.1), “ Dans l’espace, les convexes de largeur con-
stante sont pratiquement totalement incompris ; par exemple, on ne sait pas, contrairement
au cas du plan, quels sont de plus petit volume”. A l’occasion de notre tour d’horizon, nous
arrivons sur le front des proble`mes ouverts (souvent depuis longtemps), notamment sur celui
concernant le corps convexe d’e´paisseur constante (en 3D) qui serait de volume minimal ; il
est conjecture´ depuis soixante-quinze ans que ce serait le convexe de E. Meissner (introduit
par ce mathe´maticien dans les anne´es 1910). Les re´sultats et techniques modernes du Calcul
variationnel, Controˆle optimal et/ou Optimisation de formes ont permis d’en dire plus sur ce
proble`me de minimisation de volume, sans toutefois re´pondre a` la conjecture. Les avance´es
les plus de´cisives a` ce sujet, dans un contexte 3D (et un peu au-dela`), ont e´te´ apporte´es tre`s
re´cemment par T. Bayen, Th. Lachand-Robert et E. Oudet (travaux publie´s en 2007,
voir [5], [6], [7], [33]).
Dans la partie 2, nous rappelons diverses proprie´te´s de la fonction d’appui qui sert pour
parame´trer un convexe. Dans la partie 3, nous e´voquons les principales proprie´te´s des corps
de largeur constante 2D et des rotors, qui en constituent une ge´ne´ralisation. Dans la partie
4, nous re´sumons les proprie´te´s connues sur les corps d’e´paisseur constante. Nous terminons
par la conjecture sur le corps convexe de Meissner, et par l’expression des fonctionnelles de
volume en dimension 3 en terme de fonction d’appui.
2 Proprie´te´s ge´ne´rales des convexes du plan
Le produit scalaire standard du plan affine euclidien, identifie´ a` R2, est note´ par 〈., .〉 , la
norme associe´e par ‖.‖ . La boule ferme´e de centre x et de rayon r > 0 est note´e B(x, r), et δt
de´signera la mesure de Dirac centre´e au point t. On appelera corps tout sous-ensemble non
vide de RN , N ≥ 2, compact et simplement connexe. Si C est un corps convexe du plan, on
notera ∂C sa frontie`re. Cette frontie`re est soit un point, soit un segment, soit une courbe de
Jordan rectifiable (situation ou` C est d’inte´rieur non vide).
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2.1 L’outil fondamental : la fonction d’appui.
Dans la suite, C, C1, et C2 de´signent des corps convexes. Une notion centrale associe´e a` C,
et qui nous sera d’un usage constant, est la fonction d’appui σC de C de´finie comme suit :
d ∈ R2 7−→ σC (d) := max
c∈C
〈c, d〉 . (1)
Cette fonction σC est convexe, positivement homoge`ne, Lipschitz sur R2 ; il suffit donc de
la connaˆıtre sur la sphe`re-unite´ de R2, c’est-a`-dire de disposer de σC (u) pour les vecteurs uni-
taires u ∈ S1. Les proprie´te´s d’une fonction d’appui sont largement diffuse´es dans n’importe
quel ouvrage d’Analyse convexe, par exemple dans le chapitre C de [28]. Rappelons-en quelques
unes des plus importantes :
(c ∈ C)⇐⇒ (〈c, d〉 ≤ σC (d) pour tout d ∈ R2); (2)
(C1 ⊆ C2)⇐⇒ ( σC1 ≤ σC2 ); (3)
Le sous-diffe´rentiel ∂σC(d) de σC en d est :
∂σC (d) =
{
c ∈ C ; 〈c, d〉 = σC (d)
}
. (4)
Si C1 et C2 sont deux corps convexes, alors il en est de meˆme de C1 + C2 (somme de
Minkowski de C1 et C2), et on a :
σC1+C2 = σC1 + σC2 . (5)
La proprie´te´ (4) dont (2) est un cas particulier, ∂σC (0) = C, nous donne l’occasion d’une
interpre´tation ge´ome´trique : ∂σC (d) est la zone d’appui de C dans la direction d, elle sera
e´galement note´e ZC(d) (voir Figure 1). La fonction σC se trouve eˆtre diffe´rentiable en d si et
seulement si ZC(d) est un singleton. Puisqu’il s’agit d’une fonction convexe, σC se trouve eˆtre
continuˆment diffe´rentiable de`s qu’elle est diffe´rentiable (sur R2 prive´ de l’origine). Dans la
situation que l’on vient de de´crire, C est dit strictement convexe. La fonction d’appui se de´finit
e´galement pour un corps convexe de RN , N ≥ 2, et les proprie´te´s ci-dessus se transcrivent de
fac¸on analogue. Nous verrons son expression dans R3 dans la dernie`re section, mais pour le
moment, on se restreint au cas du plan.
Comme pour connaˆıtre σC il suffit de se restreindre aux vecteurs unitaires u, et que nous
sommes dans le plan, nous sommes naturellement conduits a` parame´trer u sous la forme
(cos θ, sin θ), et a` conside´rer de ce fait
hC : θ ∈ R 7−→ hC(θ) := σC (cos θ, sin θ). (6)
Supposons sans perte de ge´ne´ralite´ que 0 ∈ C (ce qui nous e´vitera de traˆıner des valeurs ab-
solues dans les expressions de distances) ; alors l’interpre´tation ge´ome´trique de hC(θ) est tre`s
simple : hC(θ) n’est autre que la distance de l’origine O a` la “droite d’appui” Dθ d’e´quation
(cos θ)X + (sin θ)Y = hC(θ), (voir Figure 1). Il nous arrivera de noter ZC(θ) la zone d’appui
de C dans la direction (cos θ, sin θ). Pour e´viter une confusion avec σC , nous appellerons hC
la fonction d’appui parame´tre´e de C. Voyons quelques exemples tre`s simples :
• C = {0} × [−l,+l] ; alors hC(θ) = l |sin θ| .
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Figure 1: La fonction d’appui d’un corps convexe C est la distance au signe pre`s entre la
droite d’appui de normale d = (cos θ, sin θ) et l’origine.
• C est le convexe compact elliptique d’e´quation x2
a2
+ y
2
b2
≤ 1 ; alors
hC(θ) =
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ.
• C est un rectangle de sommets (±a,±b), avec a > 0 et b > 0 ; alors hC(θ) = a |cos θ|+
b |sin θ| .
• C est un demi-disque d’e´quation polaire ρ ≤ 1 et −pi2 ≤ θ ≤ +pi2 ; alors hC(θ) = 1 si
−pi2 ≤ θ ≤ +pi2 , et hC(θ) = |sin θ| si pi2 ≤ θ ≤ 3pi2 .
• C est le translate´ de C0 par le vecteur (x0, y0), i.e. C = C0 + (x0, y0) ; alors hC(θ) =
hC0(θ) + x0 cos θ + y0 sin θ pour tout θ ∈ R.
• C est l’enveloppe convexe de C1 et C2 ; alors hC = max(hC1 , hC2).
La re`gle est qu’il vaut mieux travailler avec la fonction hC qu’avec n’importe quelle autre
fonction attache´e a` C ou ∂C (y compris, comme nous le verrons, un parame´trage de ∂C).
Dans des proble`mes variationnels ou` un convexe C est en jeu, il est e´galement plus performant
d’utiliser hC que n’importe quel parame´trage de sa frontie`re ∂C, c’est par exemple l’attitude
adopte´e dans [40].
2.2 Parame´trage par la fonction d’appui
On s’inte´resse maintenant au parame´trage d’un corps convexe C par sa fonction d’appui
parame´tre´e, ce qui nous permettra notamment d’introduire le rayon de courbure de sa frontie`re,
notion fondamentale pour prendre en compte la convexite´. Dans la suite, on notera σ la fonc-
tion d’appui d’un corps convexe C, h la fonction d’appui parame´tre´e associe´e a` σ, et Z la
zone d’appui dans la direction θ (pour alle´ger les notations on laisse tomber l’indexation par
C). Le re´sultat suivant (valable e´galement dans RN , voir [39]) relie la re´gularite´ de la fonction
d’appui et la ge´ome´trie de C.
Proposition 2.1 La fonction d’appui d’un corps convexe C ⊂ R2 est de classe C1 sur R2\{0}
si et seulement si C est strictement convexe.
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Ainsi, en 2D, si la zone d’appui Z(θ) est toujours un singleton, alors h est continuˆment
diffe´rentiable. En fait, h est la compose´e de la fonction convexe d = (x, y) 7−→ σ(d) avec la
fonction (de classe C∞) θ 7−→ (cos θ, sin θ); elle jouit donc de proprie´te´s semblables a` celles
des fonctions convexes, par exemple : en tout point θ, h admet une de´rive´e a` gauche h′g(θ)
et une de´rive´e a` droite h′d(θ), lesquelles ve´rifient h
′
g(θ) ≤ h′d(θ). Dans la terminologie des
fonctions localement Lipschitz, non ne´cessairement diffe´rentiables, h est re´gulie`re au sens de
F. H. Clarke, et son sous-diffe´rentiel ge´ne´ralise´ (toujours au sens de Clarke) en θ ∈ R,
note´ ∂h(θ) (meˆme graphisme que le sous-diffe´rentiel d’une fonction convexe), s’e´value comme
suit (voir [15], ou bien [29]) :
∂h(θ) =
{
− p sin θ + q cos θ ; (p, q) ∈ ∂σ(cos θ, sin θ)
}
= [h′g(θ), h
′
d(θ)]. (7)
La diffe´rentiabilite´ de h en θ (en fait la stricte diffe´rentiabilite´) se produit lorsque ∂h(θ) est
un singleton, c’est-a`-dire lorsque la zone d’appui Z(θ) de C dans la direction (cos θ, sin θ) se
re´duit a` un point :
h′(θ) = −p sin θ + q cos θ, (8)
ou` ∇σ(cos θ, sin θ) = (p, q). Dans le cas particulier des corps de largeur constante de R2 ou
R3 ou des rotors, la fonction d’appui parame´tre´e est de classe C1,1, c’est-a`-dire, en plus d’eˆtre
C1, sa de´rive´e est Lipschitzienne (voir [5], [7], [27]). Dans R2, un corps strictement convexe
se parame`tre de la fac¸on suivante.
Proposition 2.2 Soit C un corps strictement convexe de R2 et h sa fonction d’appui parame´tre´e.
Alors sa frontie`re ∂C est de´crite par :{
x(θ) = h(θ) cos θ − h′(θ) sin θ,
y(θ) = h(θ) sin θ + h′(θ) cos θ,
(9)
ou` θ ∈ [0, 2pi].
 De´monstration. On appelle uθ le vecteur uθ = (cos θ, sin θ). La fonction d’appui parame´tre´e
h ve´rifie :
h(θ) = max
x∈K
〈x, uθ〉 ,
et est de classe C1 par la stricte convexite´ de C. Comme C est compact, ce maximum est
atteint par un point (x(θ), y(θ)) de la frontie`re de C qui se trouve sur la droite d’appui Dθ a`
C d’e´quation (cos θ)X + (sin θ)Y = h(θ). On a donc :
x(θ) cos θ + y(θ) sin θ = h(θ).
Le fait que Dθ s’appuie sur C en Z(θ) se traduit graˆce a` (7) par :
h′(θ) = −x(θ) sin θ + y(θ) cos(θ).
En combinant ces deux dernie`res relations, on trouve que (x(θ), y(θ)) est donne´ par (9). 
La proposition suivante fournit l’expression du rayon de courbure de C en fonction de h.
Proposition 2.3 Soit C un corps strictement convexe et h sa fonction d’appui parame´tre´e.
Si on suppose que h est de classe C1,1, le rayon de courbure ge´ome´trique ρ de ∂C s’e´crit :
ρ = h+ h′′. (10)
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 De´monstration. Le rayon de courbure ρ est donne´ classiquement par la formule suivante :
1
ρ(θ)
=
x′(θ)y′′(θ)− x′′(θ)y′(θ)
(x′2(θ) + y′2(θ))
3
2
.
Comme h est de classe C1,1, h′′ existe presque partout (the´ore`me de Rademacher). Graˆce
au parame´trage (9), on trouve bien ρ = h+ h′′. 
Une fac¸on d’exprimer la convexite´ de C est comme suit.
Corollaire 2.1 Soit C un corps strictement convexe. On suppose que sa fonction d’appui
parame´tre´e h est de classe C1,1. La convexite´ de C e´quivaut a` :
ρ = h+ h′′ ≥ 0. (11)
Lorsque la fonction h est seulement de classe C1, le corollaire pre´ce´dent reste vrai. La condi-
tion ρ ≥ 0 s’e´crit au sens des distributions : ρ = h+h′′ est une mesure de Radon positive, i.e.
pour tout fonction φ positive de classe C∞, a` support compact dans [0, 2pi], alors
∫ 2pi
0 ρφ ≥ 0
(voir [35] pour une de´monstration de ce re´sultat dans le cas ou` h ∈ C1).
2.3 Expression du pe´rime`tre et de l’aire
Il y a une tre`s belle (et simple) formule qui donne la longueur `(∂C) de la frontie`re ∂C de C.
(voir [35],[38]) :
The´ore`me 2.1 Le pe´rime`tre d’un corps convexe C s’e´crit :
`(∂C) =
∫ 2pi
0
h(θ) dθ. (12)
 De´monstration. Esquissons la de´monstration de (12), au moins dans le cas ou` C est
strictement convexe et h′′ ∈ L1, ce qui sera le cas pour les corps de largeur constante et les
rotors. Il s’agit essentiellement de celle effectue´e par G. Letac (voir [35], pp.52–53). Par (9),
on a :
ds(θ) =
√
dx(θ)2 + dy(θ)2 =
(
h(θ) + h′′(θ)
)
dθ
(la stricte convexite´ de C assurant que h(θ) + h′′(θ) ≥ 0 pour tout θ, cf. Corollaire 2.1). En
conse´quence,
`(∂C) =
∫ 2pi
0
ds(θ) =
∫ 2pi
0
(
h(θ) + h′′(θ)
)
dθ =
∫ 2pi
0
h(θ) dθ +
[
h′(θ)
]2pi
0
,
d’ou` le re´sultat puisque la 2pi-pe´riodicite´ de h′ induit que [h′(θ)]2pi0 = 0. 
Une illustration de l’utilisation du The´ore`me 1.2 est la re´ponse a` la question suivante : si C1,
de frontie`re ∂C1, est contenue dans C2, de frontie`re ∂C2, alors `(∂C1) ≤ `(∂C2). Cela se voit
imme´diatement, du fait que hC1 ≤ hC2 , ine´galite´ qui elle-meˆme re´sulte de (3).
La fonction h sert e´galement pour de´terminer l’aire A(C) de C ; en voici deux expressions.
The´ore`me 2.2 L’aire d’un corps strictement convexe s’e´crit :
A(C) = 1
2
∫ 2pi
0
(
h2(θ)− h′2(θ)) dθ. (13)
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Lorsque le bord de C est de classe C1, alors h est C2 par (9), et par une inte´gration par
partie, (13) s’exprime de la fac¸on suivante :
A(C) = 1
2
∫ 2pi
0
h(θ)
(
h(θ) + h′′(θ)
)
dθ. (14)
Remarquons que (14) fait intervenir la fonction d’appui parame´tre´e et le rayon de courbure
de ∂C. Cette dernie`re formule se ge´ne´ralise en dimension N (voir partie 4, [10], [25]). Dans
le cas ou` h est seulement de classe C1 (i.e., C strictement convexe), (14) se de´finit comme le
produit d’une fonction continue h et d’une mesure de Radon h+ h′′. Les formules (12), (13)
et (14) sont par ailleurs facilement illustre´es avec les exemples simples du paragraphe 2.1.
2.4 Lien avec les fonctions sous-sinuso¨ıdales
Par ce qui pre´ce`de, la fonction d’appui parame´tre´e h d’un corps C strictement convexe est
une fonction continue (meˆme C1), pe´riodique (de pe´riode 2pi). Il est inte´ressant de noter que
l’on sait caracte´riser, parmi les fonctions continues pe´riodiques, celles qui sont des fonctions
d’appui parame´tre´es. Ceci rele`ve de l’e´tude des fonctions entie`res (voir [37], p.124-137).
The´ore`me 2.3 Une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une fonction h, continue et
2pi-pe´riodique, soit la fonction d’appui parame´tre´e d’un convexe compact C est :
∀ (θ1, θ2, θ3) ∈ R3, θ1 < θ2 < θ3, θ2 − θ1 < pi, θ3 − θ2 < pi,
h(θ1) sin(θ3 − θ2) + h(θ2) sin(θ1 − θ3) + h(θ3) sin(θ2 − θ1) ≥ 0. (15)
En terme de de´terminants, cela se traduit par :∣∣∣∣∣∣
h(θ1) cos θ1 sin θ1
h(θ2) cos θ2 sin θ2
h(θ3) cos θ3 sin θ3
∣∣∣∣∣∣ ≥ 0. (16)
Dans ce cas, C est reconstruit a` partir de h comme indique´ dans (2) :
C =
{
(x, y) ; (cos θ)x+ (sin θ)y − h(θ) ≤ 0 pour tout θ ∈ [0, 2pi]
}
.
La condition (15) caracte´rise les fonctions sous-sinuso¨ıdales (voir [37]) utilise´es dans l’e´tude
des fonctions entie`res. Si h est la fonction d’appui parame´tre´e d’un corps convexe, la condition
(15) est imme´diate en utilisant la de´finition de fonction d’appui parame´tre´e. La re´ciproque
est plus de´licate. Dans [37], il est e´tabli qu’une fonction sous-sinuso¨ıdale qui ve´rifie (15) est
de´rivable a` gauche et a` droite en tout point, ce qui permet ensuite de montrer que h est bien
la fonction d’appui parame´tre´e d’un corps convexe. La proposition suivante montre que si h
est C2, l’hypothe`se (15) entraˆıne la convexite´ du corps C dont la frontie`re est de´crite par (9).
Proposition 2.4 Soit h une fonction de classe C2, 2pi-pe´riodique, et qui ve´rifie la condition
(15). Alors la quantite´ ρ = h+ h′′ est positive.
 De´monstration. Fixons θ1 ∈ [0, 2pi[, et 0 < ε < pi, et posons θ2 = θ1 + ε, θ3 = θ1 + ε2. Par
de´veloppement limite´ au troisie`me ordre en ε, la quantite´
δ(θ1, ε) := h(θ1) sin(θ3 − θ2) + h(θ2) sin(θ1 − θ3) + h(θ3) sin(θ2 − θ1)
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devient:
δ(θ1, ε) = (h(θ1) + h
′′(θ1))ε3 + o(ε)3.
Par la condition (15), la quantite´ δ(θ1, ε) est positive, ce qui entraˆıne la positivite´ du rayon
de courbure h+ h′′. 
Citons e´galement une autre caracte´risation des fonctions d’appui due a` M. Kallay (voir [31]).
De´finition 2.1 Une fonction σ ∈ C0(S1,R) est dite “circle-convex” si et seulement si
∀θ ∈ [0, 2pi], ∀α ∈ [0, pi
2
], f(θ + α) + f(θ − α) ≥ 2f(θ) cosα, (17)
ou` l’on a pose´ f(θ) = σ(cos θ, sin θ).
On a le re´sultat suivant (voir [31]).
The´ore`me 2.4 Toute fonction σ ∈ C0(S1,R) est la fonction d’appui d’un corps convexe si
et seulement si elle est “circle-convex”.
Notons que sous des hypothe`ses de re´gularite´s sur la fonction σ, la condition (17) implique
(10) de fac¸on analogue a` la de´monstration de la proposition 2.4.
3 Convexes compacts du plan de largeur constante et rotors.
3.1 Corps de largeur constante
Commenc¸ons par deux de´finitions (s’appuyer sur la figure 2a) : C e´tant toujours un convexe
compact du plan ;
• La largeur de C dans la direction (unitaire) u ∈ R2 est σC(u) + σC(−u), c’est-a`-dire la
diffe´rence entre maxc∈C 〈c, u〉 et minc∈C 〈c, u〉.
• Le diame`tre de C est par de´finition ∆(C) := max{c− d ; (c, d) ∈ C} ; en raison de la
convexite´ de C, ∆(C) vaut aussi max
{
σC(u) + σC(−u) ; u ∈ S1
}
(le diame`tre est la
plus grande des largeurs).
De´finition 3.1 On dit que C est de largeur constante si σC(u) + σC(−u) = l (la largeur)
pour toute direction unitaire u.
En terme de fonction d’appui, C est un corps de largeur constante l si et seulement si sa
fonction d’appui parame´tre´e h ve´rifie la relation :
∀ θ ∈ [0, 2pi], h(θ) + h(θ + pi) = l. (18)
La traduction ge´ome´trique de la de´finition ci-dessus est comme suit : la projection orthogo-
nale de C sur toute droite du plan est un segment de longueur l.
Les convexes compacts du plan, de largeur constante, ont e´te´ abondamment e´tudie´es au
XIX-e`me sie`cle et premie`re moitie´ du XX-e`me sie`cle. De tels convexes sont appele´s parfois
des orbiformes dans la litte´rature. Ils posse`dent des proprie´te´s ge´ome´triques et me´caniques
particulie`res. Des articles-revues ou livres existent sur la question (comme [11], [14]) ; on
peut meˆme dire que toutes les questions mathe´matiques qu’on peut se poser a` leur sujet ont
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Figure 2: Largeur d’un corps convexe C dans une direction donne´e (Fig. 2a), triangle de
Reuleaux (Fig. 2b), et corps de largeur constante de´crit par (19) (Fig. 2c).
e´te´ pose´es, et que des re´ponses a` la plupart d’entre elles ont e´te´ apporte´es. Nous allons lister
ci-dessous, sans de´monstrations, les proprie´te´s les plus saillantes de ces convexes (libelle´es
(P1), (P2), etc.).
Les deux convexes de largeur constante l les plus simples sont : le disque B(0, l/2) bien
suˆr, et le triangle de F. Reuleaux (1829-1905), lequel est un triangle curviligne construit a`
partir d’un triangle e´quilate´ral en trac¸ant trois arcs de cercle centre´s aux sommets du triangle
et de rayon l (voir Figure 2b et [36]). Mais il y a une grande varie´te´ dans la “forme” de ces
convexes de largeur constante, et leur trace´ n’a rien a` voir avec les deux cas “extreˆmes” que
l’on vient d’e´voquer. En Figure 2c est trace´ un convexe de largeur constante a` frontie`re ∂C
analytique, tire´ de [12] ; le parame´trage de ∂C est comme suit
t ∈ [0, 4pi] 7−→
{
x(t) = 23 cos(t)− 13 cos(2t)− 83 cos(12 t),
y(t) = 23 sin(t) +
1
3 sin(2t) +
8
3 sin(
1
2 t).
(19)
Ce dernier exemple est inte´ressant a` plus d’un titre : tous les calculs (trigonome´triques)
concernant les droites d’appui, les diame`tres, les longueurs, etc. peuvent eˆtre mene´s jusqu’au
bout ; il sert d’illustration a` bien des proprie´te´s qui vont suivre.
(P1) Caracte´risation ge´ome´trique. C est de largeur constante l si et seulement si C +
(−C) = B(0, l).
Ceci est facile a` ve´rifier a` l’aide des fonctions d’appui : comme σC(−u) = σ−C(u) pour
tout u, la de´finition de “C est de largeur constante l ” se traduit par
σC(u) + σ−C(u) = l = σB(0,l)(u), pour tout u,
et ceci est la transcription analytique de la proprie´te´ ensembliste C + (−C) = B(0, l).
(P2) Le disque est le seul convexe du plan de largeur constante ayant un centre de syme´trie.
(P3) Si C1 et C2 sont de largeurs constantes (l1 et l2 respectivement), alors C1 + C2 est
de largeur constante l1 + l2.
Ceci est facile a` ve´rifier a` partir de (5). Par exemple, additionner un disque B(0, /2) a`
un triangle curviligne de Reuleaux de largeur l conduit a` un convexe de largeur constante
l + , version “lisse´e” du triangle de Reuleaux .
(P4) Si C est de largeur constante, il n’y a pas de “partie plate” (= segment) sur sa
frontie`re : C est strictement convexe. En conse´quence, h est de´rivable sur R, et de par la
formule (8), la fonction de´rive´e h′ est borne´e sur R.
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(P5) La fonction d’appui d’un corps de largeur constante est de classe C
1,1 (voir [5], [6],
[27]).
(P6) Un corps de largeur constante C, peut eˆtre “lisse” ou avec des points anguleux (ou
coins) sur sa frontie`re, mais il ne peut y avoir de point anguleux d’angle strictement infe´rieur a`
2pi
3 . Si C a un point anguleux d’angle
2pi
3 , alors C est ne´cessairement le triangle de Reuleaux.
(P7) Si la frontie`re d’un convexe C de largeur constante l comporte un point anguleux,
alors un des morceaux de la frontie`re est un arc de cercle de rayon l. Re´ciproquement, si une
partie de la frontie`re de C est un arc de cercle, c’est que la frontie`re de C comporte un point
anguleux.
Les polygoˆnes curvilignes de Reuleaux (voir plus bas, Figure 3 notamment) ont un
nombre aussi grand que voulu de coˆte´s courbe´s, mais en nombre impair. Toutefois il faut se
garder de croire que c’est la forme ge´ne´rale des convexes de largeur constante : il y en a pour
lesquels aucun morceau de la courbe frontie`re n’est un bout de cercle (cf. Figure 2c). Notons
ne´anmoins le re´sultat d’approximation suivant : un convexe de largeur constante peut eˆtre
approche´e aussi pre`s qu’on veut (au sens de la distance de Hausdorff) par un polygoˆne
curviligne de Reuleaux.
(P8) Si C est de largeur constante l, alors en presque tout point de sa frontie`re, le rayon
de courbure ρ ve´rifie ρ ≤ l.
(P9) Le diame`tre d’un convexe de largeur constante l est l pre´cise´ment.
Ceci est facile a` voir avec la formule donnant le diame`tre de C a` l’aide de la fonction
d’appui de C.
(P10) Un corps de largeur constante C est “sature´” au sens suivant : il n’y a pas de convexe
C ′ contenant strictement C, de meˆme diame`tre (∆(C) = ∆(C ′)) ; en d’autres termes, “on ne
peut l’agrandir en conservant le meˆme diame`tre”.
(P11) Les “normales” aux points de contact de deux droites paralle`les tangentes a` un
convexe de largeur constante l, se confondent en une meˆme droite ; on parle alors de “binor-
male”. Le segment joignant les deux points de contact est une “corde”, sa longueur est le
diame`tre l ; les deux points de contact en question sont “diame´tralement oppose´s”.
Une illustration est avec l’orbiforme de l’exemple de la Figure 2c, ou` deux points de contact
diame´tralement oppose´s correspondent exactement a` des valeurs translate´es θ et θ + 2pi du
parame`tre.
(P12) Pour x ∈ ∂C, on conside`re la distance maximale de x a` un point de C, quantite´
note´e dmax(x). Alors :
(C est de largeur constante)⇐⇒ (dmax(x) = l pour tout x ∈ ∂C).
(P13) Proprie´te´s des cercles inscrits et circonscrits. De´signons par r le rayon du cercle
inscrit dans le convexe de largeur constante l, et par R celui du cercle circonscrit. Alors :
• Le cercle inscrit et le cercle circonscrit a` un convexe de largeur constante sont concen-
triques ;
10
• La somme r + R est constante et vaut l ;
• Les valeurs de r et de R sont encadre´es de la manie`re suivante :
3−√3
3
l ∼= 0, 42 l ≤ r ≤ l
2
;
l
2
≤ R ≤
√
3
3
l ∼= 0, 58 l. (20)
La plus grande valeur de r (et donc la plus petite de R), c’est-a`-dire l/2, est obtenue pour les
disques de diame`tre l. La plus petite valeur de r (et donc la plus grande de R) est obtenue
pour les triangles de Reuleaux.
(P14) The´ore`me de J. Barbier. Si C est de largeur constante l, la longueur de sa frontie`re
(le pe´rime`tre de C) est une constante et vaut pil.
 De´monstration. La de´monstration en est aise´e graˆce a` la formule (8) du The´ore`me 1.2 et
a` la caracte´risation ge´ome´trique (P1). En effet, si C est de largeur constante l, il en est de
meˆme de −C ; de plus, C et −C ont meˆme pe´rime`tre. Ainsi, la caracte´risation ge´ome´trique
(P1) induit ∫ 2pi
0
σC(cos θ, sin θ) dθ +
∫ 2pi
0
σ−C(cos θ, sin θ) dθ =
∫ 2pi
0
l dθ = 2pil.
On a donc : ∫ 2pi
0
h(θ) dθ +
∫ 2pi
0
h−C(θ) dθ = 2pil,
d’ou` le re´sultat graˆce au The´ore`me 2.1.
Soit C un corps de largeur constante l et ε > 0. Alors par le the´ore`me de Barbier, le
pe´rime`tre de C +B(0, ε) est simplement pi(l + 2ε).
(P15) Parmi tous les convexes du plan de diame`tre l, les convexes de largeur constante l sont
ceux de plus grand pe´rime`tre (= pil).
(P16) The´ore`me de W. Blaschke et H. Lebesgue. Parmi les convexes C de largeur con-
stante l, les disques de diame`tre l sont ceux d’aire maximale, les triangles de Reuleaux sont
ceux d’aire minimale. On a ainsi l’encadrement suivant de l’aire A(C) de C :
pi −√3
2
l2 ∼= 0, 7048 l2 ≤ A(C) ≤ pi
4
l2 ∼= 0, 7854 l2. (21)
Il y a eu, historiquement, plusieurs de´monstrations de ce the´ore`me (voir [9], [18], [20], [34]) ;
une re´cente, utilisant les re´sultats et techniques du Controˆle optimal est due a` T. Bayen (voir
[6]). Par rapport aux disques, les triangles de Reuleaux ont une aire infe´rieure d’environ
10%.
A l’aide des polygoˆnes curvilignes de Reuleaux, construits comme le triangle de Reuleaux
mais a` partir d’un polygoˆne a` 2k + 1 coˆte´s, on a une gradation croissante de l’aire de ces
polygoˆnes dans la plage indique´e par (21) ; cf. Figure 3.
(P17) Parmi tous les convexes du plan de diame`tre l, le triangle e´quilate´ral de hauteur
l est celui ayant la plus petite aire,
√
3
3 l
2 ∼= 0, 58 l2, mais ce n’est pas un convexe de largeur
constante.
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Figure 3: polygoˆnes de Reuleaux impairs PN de largeur constante 1, et dont l’aire est
donne´e par : A(PN ) = pi2
(
1− Npi tan( pi2N )
)
: A(P3) ≈ 0.704, A(P5) ≈ 0.758, A(P7) ≈ 0.771.
3.2 Rotors du plan
Dans cette section, nous re´sumons les proprie´te´s des rotors dont certains sont utilise´s en
Me´canique, et qui ge´ne´ralisent les corps de largeur constante du plan.
De´finition 3.2 Un rotor est un corps convexe qui tourne a` l’inte´rieur d’un polygoˆne re´gulier
convexe a` n coˆte´s Pn, en restant a` chaque instant en contact avec les n coˆte´s de Pn.
Lorsque n = 3, un rotor est appele´ une ∆-courbe (voir [45]) et lorsque n = 4, un rotor est
un corps de largeur constante. Les rotors ont e´te´ e´tudie´s dans les anne´es 1960 par Gold-
berg (voir [21], [23], [24]), puis un peu plus tard par Klo¨tzler, qui s’est inte´resse´ a` une
ge´ne´ralisation du the´ore`me de Blaschke-Lebesgue dans ce cas-la` (voir [17] puis [3], [4],
[32]). C’est seulement re´cemment que l’on a pu re´pondre comple`tement a` la question du
rotor d’aire minimale (voir [5]), qui e´tait un proble`me ouvert, et pour lequel Goldberg avait
formule´ une conjecture en 1957 (voir [23]).
Les rotors ont e´te´ e´tudie´s de manie`re ge´ome´trique principalement lorsque n = 3 et n = 4, et
pour n ≥ 5, il a e´te´ plus difficile de re´pondre ge´ome´triquement a` certaines questions, notam-
ment la question du rotor d’aire minimale. Lorsque n = 3, Fujiwara a de´montre´ au de´but
du vingtie`me sie`cle que la lunule (constitue´e de deux arcs de cercles syme´triques) e´tait d’aire
minimale (voir [19]). Lorsque n = 4, il s’agit du the´ore`me de Blaschke-Lebesgue. Pour
arriver a` une ge´ne´ralisation de ce re´sultat pour n ≥ 5, nous effectuons un parame´trage du
proble`me.
La premie`re e´tape consiste a` ge´ne´raliser la relation (18) qui caracte´rise un corps de largeur
constante l. Le parame´trage analytique d’un rotor par sa fonction d’appui parame´tre´e se
re´sume par le the´ore`me suivant (voir [5]). Soit r > 0 le rayon du cercle inscrit a` Pn et d = 2pin .
The´ore`me 3.1 Soit C un corps strictement convexe et h sa fonction d’appui parame´tre´e.
Alors C est un rotor de Pn si et seulement si h est de classe C1,1 et ve´rifie la relation :
∀ θ ∈ [0, 2pi], h(θ)− 2 cos(d)h(θ + d) + h(θ + 2d) = 4r sin2
(
d
2
)
. (22)
La relation (22) est une relation cine´matique : les n perpendiculaires aux n points de contact
du rotor et Pn convergent a` chaque instant au centre instantane´ de rotation (voir [45]). Elle
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peut e´galement s’e´crire de la fac¸on suivante. Etant donne´ un corps strictement convexe C,
on peut de´finir les deux mesures suivantes ρ(dθ) et κn par :
ρ(dθ) = (h(θ) + h′′(θ))dθ, κn := δ−d − 2 cos(d)δ0 + δd.
Il vient alors que C est un rotor si et seulement si il existe R > 0 tel que
ρ ∗ κn = R,
ou` ∗ indique la convolution sur le groupe du cercle T = {z ∈ C ; |z| = 1}. Un rotor peut
donc se de´crire naturellement a` l’aide des se´ries de Fourier. Par cette remarque, on obtient
directement l’expression de la fonction d’appui parame´tre´e sous la forme :
h(θ) = r +
∑
l∈Z
(
cln−1ei(ln−1)θ + cln+1ei(ln+1)θ
)
. (23)
Un exemple de rotor non trivial est donne´ par :
h(θ) = 1 +
1
1− (ln− 1)2 cos((ln− 1)θ), (24)
ou` l ∈ N∗ (voir Figure 4). L’expression (24) s’obtient en tronquant le de´veloppement en se´rie
de Fourier de h et en respectant (11).
Figure 4: Exemples de rotors dont la fonction d’appui parame´tre´e est donne´e par (24) avec
n = 3, l = 2 et n = 5, l = 1, 2.
On montre e´galement le the´ore`me de Barbier dans le cas des rotors en inte´grant (22) sur
[0, 2pi] ; ainsi tous les rotors ont le meˆme pe´rime`tre 2pir, celui du disque. Par suite, le rotor
d’aire maximale est le disque.
Le proble`me de trouver le rotor d’aire minimale pour n ≥ 5 a e´te´ pose´ par Fujiwara, et c’est
en 1957 que Goldberg a apporte´ une conjecture au proble`me. Pour n ≥ 5, les me´thodes
ge´ome´triques ne sont plus adapte´es. Ne´anmoins Goldberg a de´crit ge´ome´triquement les
rotors re´guliers qui sont une ge´ne´ralisation des polygoˆnes de Reuleaux, mais avec plusieurs
rayons de courbures (voir [23] et figure 5 et 6). Ces rotors re´guliers peuvent se de´velopper
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en se´rie de Fourier et leur de´veloppement est lacunaire (voir [5] pour une description ana-
lytique des rotors re´guliers). Comme pour le triangle de Reuleaux, il a conjecture´ que le
rotor d’aire minimale e´tait celui avec le minimum d’arcs de cercle. Klo¨tzler a donne´ une
premie`re approche du proble`me par la the´orie du Controˆle optimal, et le proble`me a pu eˆtre
de´finitivement re´solu en 2008 (voir [5]). Le proble`me d’optimisation auquel on est conduit
peut se re´e´crire sous la forme :
min
h∈K
∫ 2pi
0
h(h+ h′′), (25)
ou` K est l’ensemble des fonctions h 2pi-pe´riodiques, de classe C1,1 ve´rifiant (11)-(22). Il est
facile de voir que cet ensemble est compact convexe. Pour aborder ce proble`me de minimisa-
tion, l”ide´e est de prendre comme controˆle ρ = h+ h′′ qui est borne´, et d’exprimer ensuite le
proble`me d’optimisation comme un proble`me de Controˆle optimal (en prenant l’angle comme
parame`tre temporel). Lorsque n = 4, le proble`me se simplifie car ρ varie dans [0, 1] (voir [6]).
Lorsque n 6= 4, la relation (22) comporte trois termes et on est conduit a` travailler cette fois
avec un controˆle u = (u1, u2) prenant ses valeurs dans un certain polygoˆne convexe du plan.
L’analyse par le principe du maximum de Pontryagin conduit a` des extre´males “bang-
bang” (i.e. le rayon de courbure sature les contraintes d’ine´galite´). Un controˆle extre´mal
prend ainsi ses valeurs uniquement sur les sommets du polygoˆne. Ce re´sultat peut s’obtenir
e´galement en remarquant que l’application
C 7−→
√
A(C)
est strictement concave sur l’ensemble des corps strictement convexes (the´ore`me de Brunn-
Minkowski). Ainsi, un rotor d’aire minimale est un point extre´mal de l’ensemble K. Le
principe du maximum de Pontryagin et la formulation en Controˆle optimal permet cepen-
dant une e´tude plus syste´matique des extre´males du proble`me de minimisation (candidates
pour eˆtre optimales).
On obtient ainsi qu’un rotor d’aire minimale est ne´cessairement une re´union d’arcs de cercles.
En approfondissant cette e´tude, on de´montre que ces arcs de cercles sont en nombre fini, et
qu’ils ont tous les meˆmes secteurs angulaires (voir figure 6). Cette dernie`re proprie´te´ revient
a` de´montrer l’e´quidistance des points de commutation d’un controˆle extre´mal, et se de´montre
ici par une extension du the´ore`me de Noether en Controˆle optimal (voir [41], [42]). On
obtient alors que pour un rotor d’aire minimale, ρ s’e´crit sur [0, d] :
ρ =
∑
0≤i≤ln−1
ri1[τ i,τ i+1], (26)
ou` l ∈ N∗, ri ∈ R, τ i = dln−1 (voir figure 6). Ceci ache`ve le sche´ma de de´monstration de
la conjecture de Goldberg. Plusieurs rotors re´guliers d’aire minimale sont repre´sente´s sur
la figure 5. Notons qu’un rotor d’aire minimale dans un polygoˆne a` n coˆte´s he´rite de la
syme´trie du groupe die´dral d’ordre n−1, cependant cette proprie´te´ n’apparaˆıt qu’a` l’issue de
la synthe`se du proble`me de minimisation.
Certaines proprie´te´s des rotors re´guliers peuvent eˆtre approfondies, notamment l’e´tude de
leur optimalite´ locale. Firey de´montre ge´ome´triquement que les polygoˆnes de Reuleaux
re´guliers sont des maxima locaux de l’aire dans la classe des polygoˆnes de Reuleaux (non
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re´guliers) avec le meˆme nombre de coˆte´s (voir [16]). Il pourrait eˆtre inte´ressant de ge´ne´raliser
ce re´sultat au cas des rotors re´guliers. D’autres proble`mes similaires se posent dans le cadre
des rotors sphe´riques en dimension 3 (voir Goldberg, [22]).
Figure 5: Les rotors re´guliers d’aire minimale dans le triangle, le carre´, le pentagone et
l’hexagone.
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Figure 6: Rayons de courbure des quatre rotors re´guliers de la figure 5.
4 Convexes compacts de l’espace d’e´paisseur constante
La fonction d’appui reste encore un outil fondamental dans le contexte 3D ; les proprie´te´s
(2) a` (5) restent valables, il suffit simplement de remplacer R2 par R3. Dans le contexte
3D, on dit que le convexe compact C est d’e´paisseur constante lorsque σC(u) + σC(−u) = l
(l’e´paisseur) pour toute direction unitaire u ∈ S2. Ici encore, cela signifie ge´ome´triquement
que les projections orthogonales de C sur des droites de l’espace sont toujours des segments
de longueur l. De tels convexes sont appele´s parfois des sphe´roformes dans la litte´rature.
4.1 Proprie´te´s
Comme on s’y attend, des proprie´te´s comme (P1), (P2), (P3),..., adapte´es mutatis mutandis,
sont ve´rifie´es par les convexes d’e´paisseur constante. Nous insistons ci-dessous sur celles qui
sont radicalement diffe´rentes quand on passe de 2D a` 3D.
(Q1) La projection orthogonale sur un plan d’un convexe compact C d’e´paisseur constante
l donne lieu a` un convexe compact plan de largeur constante l (mais, pour le meˆme C,
ces projections sont ge´ne´ralement des convexes diffe´rents) ; on dit, avec un certain abus
de langage, que les convexes de l’espace d’e´paisseur constante sont “des objets a` pe´rime`tre
constant”.
15
(Q2) Il n’y a pas de convexe compact d’e´paisseur constante dont la frontie`re soit compose´e
de morceaux sphe´riques exclusivement (sauf les boules, bien suˆr).
Une construction similaire a` celle qui a permis de passer du triangle e´quilate´ral au trian-
gle curviligne de Reuleaux, ope´re´e a` partir d’un te´trae`dre re´gulier, conduit a` un convexe
compact qui n’est pas d’e´paisseur constante (peu s’en faut, le de´faut est infe´rieur a` 2, 5 %,
voir Figure 8). Sa frontie`re est constitue´e de 4 morceaux de sphe`re, et une modification de ce
convexe conduira au dit solide de Meissner (voir (Q12)).
(Q3) Si C est un convexe compact d’e´paisseur constante, sa fonction d’appui hC est une
fonction de classe C1,1. Cela se traduit ge´ome´triquement en disant que C “glisse librement a`
l’inte´rieur d’une boule B(0, r)”, ce qui signifie (voir [27]) : pour tout x de norme e´gale a` r
(sur la frontie`re de la boule, donc), il existe un translate´ de C, disons y+C, tels que x ∈ y+C
et y + C ⊆ B(0, r).
L’application qui a` un point de la surface de C, suppose´e lisse, associe la normale unitaire
en ce point e´tant l’application dite de Gauss, il est le´gitime que l’application u ∈ S1 7−→
∇h(u) soit appele´e parfois l’application inverse de Gauss.
(Q4) Caracte´risation des sphe´roformes a` l’aide de l’application inverse de Gauss (voir
[33], §3). Soit C un convexe compact strictement convexe ; alors C est de largeur constante
l si et seulement si :
Pour tout vecteur d non nul, ∇h(d)− ld = ∇h(−d). (27)
(Q5) Une construction (the´orique) des sphe´roformes (voir [7], Section 2). Soit u 7−→
M(u) ∈ R3 une application continue de´finie sur la sphe`re-unite´ de R3, ve´rifiant les proprie´te´s
additionnelles suivantes :
Pour tout u unitaire, M(−u) = M(u) (syme´trie) ;
Pour tout u et v unitaires, 〈M(u) −M(v), u〉 ≤ l4 ‖u− v‖2 .
Alors, l’ensemble C, construit comme re´union de segments, comme indique´ ci-dessous,
C :=
{
M(u) + tu ; u unitaire et − l ≤ t ≤ l
}
est un sphe´roforme d’e´paisseur l.
(Q6) Proprie´te´s des sphe`res inscrites et circonscrites. De´signons par r le rayon de la
sphe`re inscrite dans le convexe d’e´paisseur constante l, et par R celui de la sphe`re circonscrite.
Alors :
• La sphe`re inscrite et la sphe`re circonscrite a` un convexe d’e´paisseur constante sont
concentriques ;
• La somme r + R est constante et vaut l ;
• Les valeurs de r et de R sont borne´es de la manie`re suivante :(
1−
√
3
8
)
l ∼= 0, 39 l ≤ r ≤ R ≤
√
3
8
l ∼= 0, 61 l. (28)
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(Q7) Proprie´te´ d’intersection sphe´rique (voir [33], Proposition 2.1). Un sphe´roforme C
d’e´paisseur l ve´rifie la proprie´te´ d’intersection suivante :
C =
⋂
x∈∂C
B(x, l).
(Q8) Voici une autre caracte´risation des corps d’e´paisseur constante :
The´ore`me de H. Minkowski. Un convexe compact est d’e´paisseur constante si, et seule-
ment si, toutes ses projections orthogonales sur des plans sont de pe´rime`tre constant.
(Q9) The´ore`me de S. Nakajima (= Matsumura) (1926) et R. Howard (2006). On
dit que C est d’ombre constante si toutes ses projections orthogonales de C sur des plans
sont d’aire constante (au lieu de conside´rer des projections sur des droites comme dans la
de´finition de “C d’e´paisseur constante”, on conside`re les projections sur des plans). En 1926,
S. Nakajima de´montre le re´sultat de “rigidite´” suivant :
The´ore`me de S. Nakajima. Si un convexe compact C, dont la frontie`re est de classe C2,
est a` la fois d’e´paisseur constante et d’ombre constante, alors C ne peut eˆtre qu’une boule.
L’hypothe`se sur la re´gularite´ de la frontie`re de C a pu eˆtre re´cemment enleve´e par R. Howard
(voir [27]) pour obtenir le meˆme re´sultat.
(Q10) The´ore`me de W. Blaschke (1915) reliant l’aire surfacique et le volume d’un con-
vexe d’e´paisseur constante. Un re´sultat extraordinaire de W. Blaschke e´tablit une relation
affine simple entre le volume du convexe compact C et son aire surfacique (mesure de surface
de sa frontie`re) lorsque C se trouve eˆtre d’e´paisseur constante l :
The´ore`me de W. Blaschke. Si C est un corps convexe d’e´paisseur constante l, on a :
V ol(C) = Aire(∂C)
l
2
− pi
3
l3. (29)
Ce the´ore`me a e´te´ retrouve´ dans [7], (The´ore`me 4), comme sous-produit du parame´trage des
sphe´roformes propose´e par ces auteurs, a` l’aide de ce qu’ils appellent “la surface me´diane”
d’un sphe´roforme.
(Q11) Par rotation des orbiformes a` syme´trie axiale autour de leur axe de syme´trie, on
peut obtenir des sphe´roformes particuliers. En ope´rant de cette fac¸on a` partir du triangle
curviligne de Reuleaux (rotation autour d’un de ses axes de syme´tries), on obtient ce qu’on
appelle le sphe´roforme de Reuleaux . Dans cette classe de sphe´roformes a` syme´trie axiale,
celui de volume minimal est le sphe´roforme de Reuleaux (de´monstration ge´ome´trique dans
[13]). Cette question se ramenant a` un proble`me 2D, il est e´galement envisageable de l’aborder
par la the´orie du controˆle optimal, de la meˆme manie`re que cela a e´te´ fait pour les rotors
(voir [6],[2]).
(Q12) Le sphe´roforme de E. Meissner. Il y a des sphe´roformes de meˆme e´paisseur
que le sphe´roforme de Reuleaux et qui ont un volume infe´rieur (donc sans la proprie´te´ de
syme´trie axiale, cf. (Q11)). Le sphe´roforme de Meissner, introduit dans les anne´es 1911, est
de ceux-la`. Il est a` ce jour celui parmi les sphe´roformes celui qui a le plus petit volume connu,
donc un candidat tout trouve´ pour eˆtre minimiseur du volume parmi tous les sphe´roformes.
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• Le sphe´roforme de Meissner peut eˆtre construit de la manie`re suivante : a` partir d’un
te´trae`dre re´gulier, on construit un convexe compact K dont la frontie`re est constitue´e
de morceaux de sphe`res comme on fait a` partir d’un triangle e´quilate´ral pour arriver
au triangle curviligne de Reuleaux ; ensuite, on “rabote” K la` ou` cela est ne´cessaire
pour faire de ce convexe compact un sphe´roforme. Voici la construction de Meissner :
conside´rons la re´union E de 3 areˆtes curvilignes issues d’un meˆme sommet de K ; alors
C := K ∩ [∩x∈EB(x, l)]
est un convexe compact d’e´paisseur constante l. Il y a d’ailleurs deux manie`res de
raboter ainsi, conduisant a` deux variantes du sphe´roforme de Meissner, de meˆme
volume.
• Le sphe´roforme de Meissner, comme de´ja` dit, ne jouit d’aucune syme´trie de re´volution.
Il n’a pas non plus toutes les syme´tries du te´trae`dre re´gulier.
• Pour une e´paisseur l fixe´e a` 1, le sphe´roforme de Meissner a un volume e´gal a` 2pi3 −
pi
√
3
4 arccos(
1
3)
∼= 0, 42 ; par rapport a` la boule de diame`tre 1, cela fait une re´duction
de volume d’environ 20%. Quant a` l’aire surfacique, celui du sphe´roforme de Meissner
est de 2pi − pi
√
3
2 arccos(
1
3)
∼= 2, 93 (cf. The´ore`me de Blaschke en (Q10)) ; par rapport
a` la boule de diame`tre 1, cela fait une re´duction d’aire surfacique d’environ 7%.
Figure 7: Trois sphe´roformes : le triangle de Reuleaux et le pentagone de Reuleaux
tourne´s autour de leur axe de syme´trie de re´volution ; le solide de Meissner.
Figure 8: Deux vues du te´trae`dre sphe´rique de Reuleaux (pas d’e´paisseur constante).
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4.2 Le proble`me de minimisation du volume
La fonction volume a les poprie´te´s de continuite´, l’ensemble des sphe´roformes celle de com-
pacite´ (dans toutes les topologies raisonnables), voulues pour que le proble`me de minimisation
(ou de maximisation) du volume parmi les sphe´roformes ait des solutions. D’apre`s le the´ore`me
de Blaschke (voir (Q10)), on peut remplacer le crite`re volume par celui d’aire surfacique,
les proble`mes d’optimisation demeurent e´quivalents (ce qui n’e´tait pas le cas en 2D). Pour ce
qui est de la maximisation, la question est facilement re´gle´e : la log-concavite´ de la fonction
volume (voir The´ore`me de Brunn-Minkowski, [8]) conduit aise´ment au fait que la boule de
diame`tre l maximise le volume parmi tous les sphe´roformes d’e´paisseur l. La question a e´te´
travaille´e pour la minimisation, mais pas e´te´ re´solue a` ce jour. Mis a` part l’existence effective
de minimiseurs, que sait-on de ce proble`me de minimisation et de ses solutions ?
(R1) Le volume d’un sphe´roforme d’e´paisseur l = 1 est minore´ par pi
3
√
6−7
3
∼= 0, 365.
(R2) Une condition ne´cessaire de minimalite´ locale. Un sphe´roforme minimiseur n’est pas
a` frontie`re lisse, il posse`de ce qu’on pourrait appeler des “areˆtes curvilignes”. Ceci est pre´cise´
par le The´ore`me de Bayen, Lachand-Robert et Oudet (voir [7]) que voici : Soit A un
ensemble de vecteurs unitaires u et Z(A) := ∇h(A) (= ∪ u∈A∇h(u)) la zone d’appui de C
dans les directions u de A ; alors l’un des morceaux Z(A) ou Z(−A) de la frontie`re n’est pas
lisse.
Ainsi, a` toute zone lisse de la frontie`re est diame´tralement oppose´e une zone non lisse. Le
sphe´roforme de Meissner jouit de toutes ces proprie´te´s et il est conjecture´, depuis les anne´es
1934 par Bonnesen et Fenchel, qu’il s’agit bien de la solution du proble`me de minimisa-
tion e´voque´. Ce qui est e´nonce´ au-dessus en (R2) est une condition ne´cessaire pour qu’un
sphe´roforme soit un minimiseur, mais il n’a pas e´te´ de´montre´ formellement que le sphe´roforme
de Meissner est effectivement un minimiseur local. En somme, on est vis-a`-vis de ce proble`me
de minimisation dans la meˆme situation que pour le dit proble`me ae´rodynamique de Newton
(voir [30], Proble`me 9) : il est re´solu si on s’en tient aux solides de re´volution, mais il y un
solide qui n’est pas de re´volution qui fait mieux.
Des expe´riences nume´riques, parfois fort pousse´es, ont e´te´ tente´es pour “cerner nume´ri-
quement” si on arrive a` une forme (= un convexe) qui s’apparenterait a` celle de Meissner.
Les re´sultats sont encourageants, mais toute la proble´matique de la minimisation non-convexe
s’y trouve pre´sente (des minimiseurs locaux qui ne sont pas globaux, difficulte´ d’acce´der a` un
“certificat d’optimalite´ globale”, instabilite´s nume´riques, etc.).
Enfin, il est naturel a` pre´sent de se poser la question de la ge´ne´ralisation a` un contexte
d’espace de dimension N > 3. Les meˆmes proble`mes qu’en 2 ou 3D peuvent eˆtre pose´s,
sans que des re´sultats spe´cifiques aient pu eˆtre mis en e´vidence. Signalons toutefois une
contribution re´cente : les auteurs dans [33], §4, proposent un proce´de´ constructif d’un convexe
de largeur ou e´paisseur constante dans un espace de dimension N a` partir d’une de ses
projections sur un espace de dimension N − 1.
4.3 Fonctionnelles de surface et de volume dans R3
Dans cette section, nous donnons des expressions de l’aire surfacique et du volume d’un corps
convexe de R3, en utilisant un parame´trage de la sphe`re en coordonne´es sphe´riques. L’objectif
est d’arriver a` un analogue de la formule (13) en 3D. Soit C un corps convexe re´gulier de
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R3 (i.e., dont le bord est de classe C1), et σC sa fonction d’appui. On conside`re la base
orthonormale de R3 constitue´e des vecteurs :
u = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ),
v = (cos θ cosφ, cos θ sinφ,− sin θ),
w = (− sinφ, cosφ, 0),
avec θ ∈ [0, pi], φ ∈ [0, 2pi]. La fonction d’appui parame´tre´e de C s’e´crit alors h(θ, φ) :=
σC(u(θ, φ)) ; elle ve´rifie la relation :
∀ (θ, φ) ∈ [0, pi]× [0, 2pi], h(θ, φ) = h(θ, φ+ 2pi).
Comme C est strictement convexe et re´gulier, on dispose de l’application de Gauss qui a` un
point X de la frontie`re de C associe le vecteur unitaire normal a` C en X. Par hypothe`se de
re´gularite´ sur C, on peut inverser l’application de Gauss ; cette application inverse associe a`
un vecteur unitaire u(θ, φ) l’unique point X(θ, φ) de ∂C re´alisant le maximum
max
X˜∈C
〈
X˜, u(θ, φ)
〉
= h(θ, φ).
Autrement dit, X(θ, φ) est le point pour lequel la fonction d’appui parame´tre´e est re´alise´e.
La proposition suivante fournit un parame´trage de C par sa fonction d’appui parame´tre´e
(analogue a` celui en 2D fourni par (9)) :
Proposition 4.1 Le bord du convexe C (mis a` part deux points) se parame`tre sous la forme
suivante :
(θ, φ) ∈]0, pi[×[0, 2pi] 7−→ X(θ, φ) = h(θ, φ)u(θ, φ) + ∂h
∂θ
(θ, φ)v(θ, φ) +
1
sin θ
∂h
∂φ
(θ, φ)w(θ, φ).
(30)
 De´monstration. Soit (x, y, z) les coordonne´es d’un point X de R3. Par de´finition de la
fonction d’appui parame´tre´e, pour tout θ ∈ [0, pi] et tout φ ∈ [0, 2pi], il existe X(θ, φ) :=
(x(θ, φ), y(θ, φ), z(θ, φ)) ∈ R3 tels que :
x(θ, φ) sin θ cosφ+ y(θ, φ) sin θ sinφ+ z(θ, φ) cos θ = h(θ, φ). (31)
Le bord de C est re´alise´ comme l’enveloppe des hyperplans tangents a` C de normale u(θ, φ). Le
point d’appui correspondant au vecteur unitaire u(θ, φ) (i.e. l’application inverse de Gauss)
est le gradient de la fonction d’appui σC prise en u(θ, φ). Ainsi, on a e´galement les relations :{
∂h
∂θ (θ, φ) = 〈X(θ, φ), u(θ, φ)〉 = x(θ, φ) cos θ cosφ+ y(θ, φ) cos θ sinφ− z(θ, φ) sin θ,
∂h
∂θ (θ, φ) = 〈X(θ, φ), v(θ, φ)〉 = −x(θ, φ) sin θ sinφ+ y(θ, φ) sin θ cosφ.
(32)
En combinant (31) et (32), on obtient (30). 
On remarque au passage que par le parame´trage (30), la fonction d’appui parame´tre´e h
de C est de classe C2. Pour des raisons techniques, il a e´te´ pre´fe´re´ dans [7] un parame´trage
diffe´rent, dit isothermal. Nous terminons par l’expression de l’aire surfacique de ∂C a` l’aide
de sa fonction d’appui parame´tre´e. Posons
∇S :=
(
0,
∂
∂θ
,
1
sin θ
∂
∂φ
)
, dσ := sin θdθdφ.
On a le re´sultat suivant (voir [7],[10]) :
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The´ore`me 4.1 L’aire surfacique d’un corps C strictement convexe s’e´crit :
S(C) =
∫∫
]0,pi[×[0,2pi]
(
h2 − 1
2
|∇Sh|2
)
dσ, (33)
L’expression de l’aire surfacique s’e´crit e´galement :
S(C) =
∫∫
]0,pi[×[0,2pi]
sin θ
(
h2(θ, φ)− 1
2
h2θ −
1
2 sin2 θ
h2φ
)
dθdφ. (34)
On peut noter la similarite´ de ces deux expressions avec (13). Dans le cas ou` le corps C
est re´gulier, l’aire surfacique et le volume peuvent e´galement s’exprimer a` l’aide des rayons
de courbure ρ1 et ρ2 de C et de h pour obtenir une expression analogue a` (14). Avec ces
notations, le volume de C s’e´crit par exemple :
V (C) =
∫
]0,pi[×[0,2pi]
h(ρ1 + ρ2)dσ
(voir [10], [25], [26]). Cette formule se ge´ne´ralise en dimension quelconque. En ce qui concerne
la conjecture de Meissner, la fonctionnelle a` minimiser est donc donne´e par (33) ou (34) par
le the´ore`me de Blaschke. Par ailleurs, pour caracte´riser un corps de largeur constante en
dimension 3, la relation (18) se ge´ne´ralise en conside´rant l’application (θ, φ) 7−→ (pi−θ, φ+pi)
qui au vecteur normal u associe son oppose´.
Proposition 4.2 Soit h la fonction d’appui parame´tre´e d’un corps de largeur constante α.
Alors h ve´rifie la relation :
∀ (θ, φ) ∈ [0, pi]× [0, 2pi], h(θ, φ) + h(pi − θ, φ+ pi) = α. (35)
L’objet de [7] a e´te´ d’utiliser cette relation et d’exprimer la convexite´ en terme de fonction
d’appui parame´tre´e, afin d’e´tudier la conjecture de Meissner. Plus pre´cise´ment, il est fourni
dans [7] des conditions ne´cessaires et suffisantes sur h afin que le convexe de´crit par (30)
soit d’e´paisseur constante. Le proble`me initial devient donc un proble`me d’optimisation sous
contraintes : minimiser (33) sous la contrainte (35) et de convexite´. Cependant, les corps
d’e´paisseur constante n’e´tant pas re´guliers, la contrainte de convexite´ est de´licate a` prendre
en compte. L’e´tude de ces contraintes et du proble`me de minimisation peut faire l’objet de
perspectives inte´ressantes afin d’e´lucider cette conjecture.
4.4 Addendum
Apre`s une premie`re circulation de cet article aupre`s de colle`gues (2008), nous avons eu con-
naissance du travail de H. Anciaux et B. Guilfoyle (voir [1] et e´galement [2] sur les corps
de re´volution). Ils ont propose´ une nouvelle condition ne´cessaire de minimalite´ locale pour
le proble`me e´voque´ au paragraphe 4.2. Si le corps convexe C est un minimiseur local parmi
les corps convexes d’e´paisseur constante `, alors les parties lisses de sa frontie`re ont leur plus
petite courbure principale constante et e´gale a` 1/`; en conse´quence, ces parties lisses sont
des calottes sphe´riques ou des tubes, toutes les deux de rayon `. Le sphe´roforme de Meiss-
ner satisfait ces proprie´te´s; toutefois il n’est pas exclu qu’un minimiseur (global) posse`de les
syme´tries du te´trae`dre.
Remerciements. Nous remercions G. Letac (Toulouse) et les colle`gues, qui apre`s une
premie`re version de ce papier, nous ont fait part des remarques ou indique´ des re´fe´rences qui
ont permis d’apporter quelques ame´liorations.
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